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Kapitel 1: Endliche Automaten

Grenzen endlicher Automaten

» Gibt es Sprachen, die nicht Automatensprachen sind?

. Endliche Automaten bilden ein sehr einfaches Beschreibungsmittel
und Berechnungsmodell.
Falls es Sprachen gibt, die keine Automatensprachen sind, benétigt
man komplexere (oder zumindest andere) Beschreibungsmittel bzw.
Berechnungsmodelle.

. Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass es tatsachlich Sprachen
gibt, die keine Automatensprachen sind.

. Dabei werden wir allgemeine Eigenschaften von Automatensprachen
identifizieren.

. Gleichzeitig werden wir einen neuen Weg zum Minimalautomaten
kennenlernen.
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Kapitel 1: Endliche Automaten

Grenzen endlicher Automaten

» Ausblick

. Wir betrachten zwei brauchbare Ansatze, um ggf. nachzuweisen,
dass es zu einer gegebenen Sprache L keinen endlichen
Automaten A mit L(A) = L gibt:

. Man analysiert die Eigenschaften eines aus L konstruierten
,<Automaten®.

. Man wendet das sogenannte Pumping-Lemma an.

... und werden ihre Vor- und Nachteile diskutieren.
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Kapitel 1: Endliche Automaten

Grenzen endlicher Automaten

» Die Fortsetzungsmengen-Abbildung einer Sprache lber

Vgl. Algebra:
(ab)'(abcb)=cb

3

Fir jede Sprache LcX* und jedes Wort ue £* sei u'(L) := {veZ* | usve L}.

LI

Weg von L nach u(L):

... das,wasinL
Alle Wérter wegwerfen, die - ~hach u noch kommen kann*,
nicht mit u beginnen. Vom die Restsprache von L nach u

Rest die Anfangs-u I6schen.
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Kapitel 1: Endliche Automaten

Grenzen endlicher Automaten

» Der Restsprachenautomat A(L) einer Sprache L

Es sei LcX* eine formale Sprache Uber dem Alphabet X.

Der (nicht notwendig endliche) Restsprachenautomat von L ist
A(L) = [Z,Z,2,,F,5] mit

- <7 = {u(L) |ueX™, neuer Begriff: ein evtl. }
* Zo = L, unendlicher Automat
. F = {zel|eez},
. Fir alle zeZ und ae X:
d(z,a) = al(z) ={a'(w)|wez}.

Gewbhnungsbedrftig: Jeder Zustand ist hier eine komplette Sprache!

A(L) ist nicht unbedingt gut handhabbar, denn:
Wie gehen wir dabei z.B. mit unendlich vielen unendlichen Sprachen um?
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Kapitel 1: Endliche Automaten

Grenzen endlicher Automaten

» Der Restsprachenautomat A(L) einer Sprache L (Beispiel 1)

. Sei X={a,b} und L, = {a, b, ab}

a'({a,b,ab})

b1( (aa)'({a, b, ab})

a,b

- Beispiel2  L,={we{abl*|#aw=#bw)} > AL)=? I
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Kapitel 1: Endliche Automaten

Grenzen endlicher Automaten

» Der Restsprachenautomat A(L) einer Sprache L (Beispiel 2)

. Seir={a,b} und L, = { we{a,b}* | #(a,w)=#(b,w) }.

. Dann sieht A(L,) wie folgt aus:

a a a a a a
o P DO @R DR
b b b b b b

z. ={ we{a,b}* | #(a,w) — #(b,w) = n .

Es gibt in A(L,) keinen Mullzustand — warum?)

- Beispiel 3 L;={ab"|neN}={ao"|n>1} > Al;)=? [
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Kapitel 1: Endliche Automaten

Grenzen endlicher Automaten

» Der Restsprachenautomat A(L) einer Sprache L (Beispiel 3)

. Seil;={a™b"|n>0}.

. Dann sieht A(L;) wie folgt aus:

USW.

USW.

usw.

ZO=L3 Z1,k={an°bn+k|n20}
Zgy =10 Zpy ={ b}
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Kapitel 1: Endliche Automaten

Grenzen endlicher Automaten

» Der Restsprachenautomat A(L) einer Sprache L
... hat tolle Eigenschaften (Myhill/Nerode):

Fakt: Genau dann ist der Restsprachenautomat
A(L) endlich, wenn L die Sprache L(A)
eines endlichen Automaten A ist.

Fakt: FUr jeden endlichen Automaten A
ist A(L(A)) ein Minimalautomat zu A,
d.h. der Restsprachenautomat ist minimal.

Da A(L) fir jede Sprache existiert und von fundamentaler Bedeutung ist,
Nennt man ihn auch den kanonischen Automaten von L.
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Kapitel 1: Endliche Automaten

Grenzen endlicher Automaten

» Der Restsprachenautomat A(L) einer Sprache L (Beispiel 4)

- Seiz={0,1}undL={00w|we z*}.
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Kapitel 1: Endliche Automaten

Grenzen endlicher Automaten

» Konsequenzen

Um flr eine gegebene Sprache L zu Uberprifen, ob es einen endlichen
Automaten A mit L(A) = L gibt, kann man wie folgt vorgehen:

. Stelle fest, ob L endlich oder unendlich viele Restsprachen hat.

. Falls es endlich viele sind, gibt es
einen endlichen Automaten A mit L(A) = L.

. Falls es unendlich viele sind, gibt es
keinen endlichen Automaten A mit L(A) = L.

Hinweis: Dieser Ansatz greift im Prinzip immer.
Es ist nur manchmal nicht ganz leicht festzustellen,
wie viele Restsprachen es gibt.
Vor allem: Wir haben daftir keinen Algorithmus!
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Kapitel 1: Endliche Automaten

Grenzen endlicher Automaten

» weiteres Vorgehen

. Wir schauen uns jetzt eine weitere Eigenschaft der Sprachen an, die mit
endlichen Automaten beschrieben werden kdnnen.

. Dabei konzentrieren wir uns auf unendliche Sprachen und fragen uns,
wie ein endlicher deterministischer Automat Worter verarbeitet, die
mindestens so viele Zeichen haben, wie der Automat Zustande hat.
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Kapitel 1: Endliche Automaten

Grenzen endlicher Automaten

» Beispiel

» Wir betrachten das folgende Wort w € L(A):
® W = a1a28.3a4= 1011

0
» A verarbeitet das Wort w € L(A) wie folgt:
 Konsequenz:

» bei der Verarbeitung des Wortes w werden funf Zustande besucht:
der Startzustand und die vier Zustande, die besucht werden, wenn
a,, ay, a3 bzw. a, verarbeitet wurden.

 Da A nur vier Zustdnde hat, muss deshalb mindestens ein Zustand
mehrfach besucht werden

Vergleiche: Schleifen-Lemma flir Wege!
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Kapitel 1: Endliche Automaten

Grenzen endlicher Automaten

» Beispiel (weiter)
» A verarbeitet das Wort 1011 € L(A) wie folgt:
1 0 1 1
o1 [1] = @0
—>  1:01-1 = usvew = u-vlew e L(A)

« Da der Zustand z, zweimal besucht wird, kdnnen wir das Wort w in die
Bestandteile u=1, v=01 und w=1 zerlegen mit:

* 8*(zp,U) = 24, 0*(z4,v) = 24, 8*(z4,w) €F, so dass
- fiir alle k e N, das Wort u-vk-w ebenfalls zur Sprache L(A) gehért, z.B.

ool = @@ (@

—> 101011 = Uvvew = Uv2w e L(A)

1 [1] = @) —(z)"=)

>  1eeel = uvOw e L(A)
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Kapitel 1: Endliche Automaten

Grenzen endlicher Automaten

» Hilfsbegriff (Aufpumpbarkeit)

. Esseise LcX*.
. Esseine N.

s heif3t n-aufpumpbar in L, falls es Worter u, v, w € X* gibt, flr die gilt:

. S=uvew, |uv|<nund|v|=1,
« uvkwe Lfiralleke N,.

k=0 ist eher ,Luft ‘rauslassen” als aufpumpen.

» ... und die ,Kontraposition“ (Nicht- Aufpumpbarkeit)

s ist nicht n-aufpumpbar in L gdw. fir alle Worter u, v, w € X* qilt:

. Wenn die Bedingungen s = uevew, |uev| <nund |v| =1 erflllt
sind, so gilt usvkew e L flir mindestens ein ke N, .
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Kapitel 1: Endliche Automaten

Grenzen endlicher Automaten

» Beispiele
e EsseiL={111}u{1:0t[t>0}

Dann qilt:

. s = 100 gehort zu L und ist 2-aufpumpbar in L :
. Wahleu=1,v=0,w=0

. s = 111 geh0rt zu L und ist nicht 2-aufpumpbar in L :

. Egal, wie u,v, und w gewahlt werden gilt, u-v>w ¢ L .

. Jedes Wort se L mit |s| = 4 ist 2-aufpumpbar in L :

. s =10-s"."Wahleu=1,v=0,w=¢5'".
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Kapitel 1: Endliche Automaten

Grenzen endlicher Automaten

: . Beweis wie beim
» Pumping-Lemma flir Automatensprachen Schisifen-Lemma fiir Wege!

» |st L eine unendliche Sprache, dann gilt:

Wenn es einen endlichen Automaten A mit L(A)=L gibt,
dann gibt es eine Zahl neN, so dass

jedes Wort w € L mit |w| > n ein n-aufpumpbares Wort ist
(die sog. Pumping-Eigenschatft).

» Logisch dquivalente Formulierung ( Kontraposition

und bei endlichen

 Ist L eine unendliche Sprache, dann gilt: Sprachen? » S.20

Wenn es zu jeder Zahl n € N ein Wort s, € L mit |s,| = n gibt,
das nicht n-aufpumpbar ist (No-Pumping-Eigenschaft)
so gibt es keinen endlichen Automaten A mit L(A).

17

... leider nicht ,Genau dann, wenn*, denn manche Nicht-
Automatensprachen haben auch die Pumping-Eigenschatt.
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Kapitel 1: Endliche Automaten

Grenzen endlicher Automaten

» Verwendung

« Um zu zeigen, dass es fUr eine gegebene Sprache L keinen endlichen
Automaten A mit L(A) = L gibt, benutzt man die Kontraposition des
Pumping-Lemmas und geht wie folgt vor:

. Man zeigt, dass es zu jedem n e N ein Worts, € L mit |s, | 2 n
gibt, das nicht n-aufpumpbar ist.

Fur jedes n bezeugt das Wort s,, dass es keinen endlichen Automat A mit
n Zustanden gibt, furden L = L(A) gilt.

. Man will also zeigen, dass es zu jedem n e N ein Worts, € L mit |s,|=n
gibt, so dass fir alle Worter u, v, w € X* gilt:

. Wenn die Bedingungen s, = uevew, | uev | <nund | v | 21 erfallt sind,
so gilt fir mindestens ein ke N uvkewe L.
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Kapitel 1: Endliche Automaten

Grenzen endlicher Automaten

» Beispiel fir das ,No-Pumping-Lemma*“ (1)

. SeiX={0,1}undL={we X*|what genauso viele Nullen wie Einsen }

. Wir wollen zeigen, dass es keinen endlichen Automaten A mit L(A) = L
gibt.

. Esseinunne N
. Wir wahlen das Wort s,, = 170" ( Offenbar gilt s, € Lund |s,| =2 n.)

. Es seien u,v und w so gewahlt, dass s,, = uevew, |u-v| < nund |v| 2 1 gilt
. Also gilt:
« u=1llv=1¥Mund w = 1luviQn

. Daher gilt fir das Wort u-v2w (Wir nehmen also k = 2):
o Uev2w = 1lule 12lvle gn-juvign = 4n+VIQn - und n+|v|>n,
« also uv>w ¢ L, da dieses Wort mehr Einsen als Nullen hat.
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Kapitel 1: Endliche Automaten

Grenzen endlicher Automaten

1/3,S. 20

» Beispiel fiir das ,No-Pumping-Lemma“ (2)

L={we X*| what genauso viele Nullen wie Einsen }
Wir wahlen das Wort s, = 170" ( Offenbar gilt s, € Lund |s,| =2 n.)
Es seien u,v und w so gewahlt, dass s,, = u-vew, |u-v| < nund |v| 2 1 gilt.

Anschaulich und weniger mathematisch:

Das Aufpumpen (0-/2-/3-...fach v),geschéhe rein im Bereich der Einsen und

wdrde die Anzahlen der Einsen und Nullen ungleich machen. Das geht nicht
innerhalb von L.

w111 ... 11 000... ...00

1 nn+t 2n
<— U —><vy—

Ubrigens: Bei v wird nicht nur ,aufgepumpt®, sondern
als Spezialfall (v°) auch mal ,die Luft herausgelassen”,
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Kapitel 1: Endliche Automaten

Grenzen endlicher Automaten

» Anmerkungen

. Mit der Kontraposition des Pumping-Lemmas kann man offenbar nur flr
unendliche Sprachen L zeigen, dass es keinen endlichen Automaten A
mit L(A) = L gibt. Man braucht ja unendlich viele Worter.

. Das ist aber keine Einschrankung, weil man sich leicht Gberlegen kann,
dass es fur jede endliche Sprache L einen endlichen Automaten A mit
L(A) gibt

... was wir auf mindestens zwei Arten sehen kénnen:

» Es gibt eine triviale Baum-Konstruktion fir einen passenden
Automaten.

« Es gibt nur endlich viele Restklassensprachen.

. Endliche Sprachen L haben sowieso trivialerweise die Pumping-
Eigenschaft. Begrindung: Die maximale Wortlange in L sei m. Dann
kann man jedes Wort we L der Lange |w| = n = m+1 innerhalb der
Sprache aufpumpen. Wie? Warum? ... weil es solche w einfach nicht
gibt! (Vgl. ,Alle meine Rolls-Royce sind lila.“ — wahr, da es keine gibt.)
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Kapitel 1: Endliche Automaten

Grenzen endlicher Automaten

» weitere Anmerkungen

. Unschdn ist, dass es (natlrlich unendliche) Sprachen L gibt, die

. einerseits keine Automatensprachen sind,
d.h. es gibt keinen endlichen Automaten A mit L(A) = L,

und die

. andererseits trotzdem die Pumping-Eigenschaft haben,
d.h. es gibt ein n € N, so dass jedes Wort w € L mit |w|=n
n-aufpumpbar ist.
. Beispielsweise gilt mit
Y ={0,1}undL={0%1m0M| nme N} U {1"0™| nme N, }

. L ist keine Automatensprache.

. Jedes Wort w e L mit |w| = 1 ist ein 1-aufpumpbares Wort.

Wie sieht man das ein ? =
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Grenzen endlicher Automaten

» weitere Anmerkungen, Antwort auf vorige Frage

. Beispielsweise gilt mit
Y ={0,1}undL={0%1m0m| nme N} U {1"0™| nm e N, }

Etwa so:

L ist keine Automatensprache.

Jedes Wort w € L mit |w| = 1 ist ein 1-aufpumpbares Wort.
Wie sieht man das ein ?

L hat unendlich viele Restsprachen (vgl. a"b"-Beispiel),
bzw. ein Automat fir L brauchte ein unendlich groBes Gedachtnis:
Falls 0 vorne, wie viele 1en kamen bisher?

W hat n>1 fihrende Nullen vorne -
fuhrende Null streich- und vervielfachbar zu Wort aus erster Menge.

Einsame 0 vorne streichbar zu Wort aus zweiter Menge, vervielfachbar
zu Wort erster Menge.

FUhrende 1 vorne streichbar und vervielfachbar zu Wort aus zweiter
Menge.
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Kapitel 1: Endliche Automaten

Grenzen endlicher Automaten

» Klausurschwerpunkte

. wichtige Fahigkeiten/Fertigkeiten

« endliche Automaten flr einfache Sprachen angeben,

* endliche Automaten minimieren,

» begrinden, weshalb es fir eine gegebene Sprache keinen
endlichen Automaten gibt, der sie akzeptiert.

. relevante Begriffe und Zusammenhange

« die von einem endlichen Automaten per K,(z) induzierte
Klasseneinteilung auf 2* und die per L,(z) induzierte
Aquivalenzrelation auf der Menge der Zusténde,

» der zu einem endlichen Automaten gehdrende Quotienten-
automat als Minimalautomat,

« der Restsprachenautomat einer Sprache als Minimalautomat,

« Pumping- und No-Pumping-Eigenschaften, Pumping-Lemma
und Nicht-Automaten-Sprachen.
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